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A stratégiahasználat rugalmassága az
alsó tagozatos matematikában: 
elemzés és fejlesztés
A neveléslélektan kutatói és a matematikát tanítók régóta 
hangsúlyozzák annak pedagógiai jelentőségét, hogy felismerjük és
serkentsük a gyerekek önmaguk alkotta stratégiáinak rugalmasságát,
ami fontos pillére az alsó tagozatos matematikatanítás innovatív
megközelítésének. Készítettek és kipróbáltak olyan tananyagokat és
fejlesztő programokat, amelyekkel ezt a fajta rugalmasságot kívánták
növelni (lásd például Brownell, 1945; Freudenthal, 1991; Thompson,
1999; Wittmann és Müller, 1990-92). A múlt század végének számos
reform-tantervében megjelenik a stratégia-rugalmasság 
kifejlesztésének pedagógiai értékéről alkotott meggyőződés. 
Ilyen a Curriculum and evaluation standards for school mathematics, amit az NCTMadott ki az Egyesült Államokbanban (1989, 2000), a Numeracy Strategy az EgyesültKirályságban (DfEE, 1999), a Proeve van een Nationaal Programma voor het
Reken/wiskundeonderwijs Hollandiában (Treffers, De Moor és Feijs, 1990) és az
Ontwikkelingsdoelen en Eindtermen a flandriai alsó tagozatos oktatás számára (1998),
valamint számos más innovatív tanterv, tankönyv, szoftver és egyéb tananyag, amelyek
e reform-tantervek alapján készültek. A stratégiák rugalmasságának fontossága a legfia-
talabb és a matematikából gyöngébb tanulók számára is elismert nézet (Baroody, Wilkins
és Tiilikainen, 2003; Kilpatrick, Swafford és Findell, 2001; Verschaffel, Greer és De
Corte, megjelenés alatt), de egyelõre kevés alapos és szisztematikus vizsgálat támogatja
meggyõzõen. Ebben a munkában az alsó tagozatos számtanfeladatok megoldási stratégi-
áinak rugalmas és adaptív (1) használatával foglalkozunk. Elsõként a stratégia-flexibili-
tás különbözõ fogalmait és alkotóelemeit mutatjuk be. Ezután azt a kérdést vizsgáljuk,
vajon a stratégiák rugalmassága olyan jellemzõje-e a stratégiai tudásnak, amellyel meg-
különböztethetõk a matematikából jó és gyönge tanulók. Végül megvitatjuk, vajon a stra-
tégiák rugalmassága olyan cél-e, amelyet minden gyermek – köztük a legifjabbak és a
matematikából gyöngébbek – számára célként tûzhetünk.
A stratégia-rugalmasság és -adaptivitás fogalma
A stratégia rugalmasságát vagy adaptivitását idõnként úgy definiálják, mint többféle
megoldási stratégia használatát – további jellemzõk nélkül (például Heirdsfeld és Coo-
per, 2002). Többféle stratégia elérhetõsége és a közöttük történõ váltás képessége való-
ban fontos mérföldkõnek tekinthetõ a gondolkodás rugalmassága felé haladva, de ha egy-
szerûen különféle stratégiák használatáról beszélünk hasonló matematikai feladatok és
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problémák esetén, nem vizsgálva a különbözõ stratégiák választásának hatékonyságát, az
aligha tekinthetõ az adaptivitás bizonyítékának. Nyilvánvaló, hogy valaki képes lehet
könnyedén váltani különbözõ stratégiák között teljesen esetleges vagy véletlenszerû mó-
don, ám egyetlen stratégia következetes használata számtanfeladatok egész sorozatán ke-
resztül néha adaptívabb lehet, mint az egyén számára elérhetõ repertoárban váltogatni
sokféle stratégiát (Verschaffel, Luwel, Torbeyns és Van Dooren, közlésre benyújtva).
A stratégiai rugalmasságot leggyakrabban valamilyen feladat jellemzõi alapján defini-
álják. Van der Heijden (1993, 80.) a következõ definíciót adja: „A stratégiahasználat ru-
galmassága magában foglalja az egyén megoldási eljárásának feladatjellemzõhöz köthe-
tõ rugalmas adaptációját.” A stratégiai rugalmasságot annak elemzésével operacional-
izálja, hogy a gyerekek vajon szisztematikusan használták-e az 1010 és a G10 (2) eljárá-
sokat összeadási, illetve kivonási feladatokban a százas számkörben. Pontosan ugyanezt
a meghatározást adja Blöte, Van der Burg és Klein (2001). Hasonló módon Thompson
(1999, 147.) úgy foglal állást a rugalmasság fejlesztése mellett az alsó tagozatos szám-
tanban, hogy „a mentális számolásban nagy hangsúly van azon, hogy a probléma aktuá-
lis számadataihoz megfelelõ számolásos stratégiát válasszunk”. Az iménti szerzõk tehát
elõször megkülönböztetnek az összeadás és a kivonás számára alkalmas stratégiákat,
majd ezen stratégiák adott feladattípusok esetén megállapítható erõsségeinek és gyenge-
ségeinek ismeretében egyes „problématípus-stratégiatípus” kombinációkat rugalmasnak,
másokat rugalmatlannak minõsítenek. (3) Ahogyan azt kimutattuk (lásd Verschaffel és
mtsai, közlésre benyújtva), ez a nézet a rugalmas vagy adaptív stratégiahasználatról meg-
található sok úgynevezett reform-tankönyvben, amilyen például az elsõsöknek írt könyv
a flamand Nieuwe Reken Raak sorozatból (Bourdeaud’hui, 2002). Az elsõ osztályosok-
nak írt tankönyvben a gyerekek háromféle stratégiát tanulnak meg a 10 és 20 közötti ösz-
szegû összeadásos feladatokra: (a) a felidézéses stratégia (például fejbõl tudni, hogy
6+6=12), (b) a „döntetlen” stratégia (például A 6+7 összeadást 6+6+1-ként megoldani,
(c) a tízre kiegészítés stratégiája (például A 6+7 megoldása 6+4+3 formában). Ezzel
együtt a gyerekek megtanulják a stratégiákat hozzákapcsolni egy konkrét 10 fölötti ösz-
szeghez, amely esetén a stratégia a leghatékonyabbnak tekinthetõ: (a) a felidézéses stra-
tégia a kétszer ismételt összeadandóra (például 6+6), (b) a „döntetlen” stratégia egymás-
hoz közeli számok esetére (például 6+7 vagy 8+7) és (c) a tízre kiegészítés stratégiája az
összes többi tízes átlépéses összeadásra (például 6+8 vagy 3+9). Bár a rugalmasság-
nak/adaptivitásnak ez a felfogása már kifinomultabb, mint ha egyszerûen a sokféle stra-
tégia véletlenszerû használatát tekintenénk rugalmasságnak, véleményünk szerint igen-
csak problematikus a rugalmasságot/adaptivitást kizárólagosan a feladat jellemzõin ke-
resztül definiálni és elemezni. Hiszen elképzelhetõ, hogy adott személy és/vagy adott kö-
rülmények esetén a stratégia-kiválasztásnak az iménti szerzõk által rugalmasnak nevezett
módja rugalmatlanná válik, amint ez megfordítva is lehetséges.
Az elsõ újabb tényezõ, amelyet alaposan és szisztematikusan vizsgáltak és modellez-
tek a kognitív pszichológiában (például Siegler és munkatársai: Shrager és Siegler,
1998; Siegler, 1996, 2000; lásd még Torbeyns, Arnaud, Lemaire és Verschaffel, 2004), a
feladatmegoldó személyhez köthetõ tulajdonságok. Siegler számítógépes modellje, a
Strategy Choice and Discovery Simulation (Stratégiaválasztás- és -felfedezés-szimulá-
ció, SCADS) azt láttatja velünk, hogy a konkrét stratégia (legyen az felidézés, egyszerû
leszámlálás vagy bármi más) kiválasztása egy adott feladathoz egy adott személy által at-
tól függ, hogy annál a konkrét feladatnál milyen pontosan és gyorsan tudja végrehajtani
azt a stratégiát, a repertoárjában meglévõ más stratégiákhoz viszonyítva. Más szavakkal:
a SCADS megpróbálja kiválasztani és alkalmazni azt a stratégiát, ami a sebesség és a
pontosság legjobb kombinációját adja egy adott összeg esetén. A döntés az alapján szü-
letik, hogy a rendszerbe milyen sebesség- és pontosság-adatokat tápláltunk be korábban.
(4) Vitathatatlan, hogy ennek a modellnek az adaptivitás-jellemzõje bonyolultabb és kör-
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mönfontabb nézetet képvisel a stratégiaválasztás folyamatáról, ugyanakkor pontos szi-
mulációját adja annak, ahogyan a „valódi” gyerekek stratégiát választanak és újakat ki-
fejlesztenek az elemi aritmetika területén. Ebben a rugalmasság-koncepcióban a feladat
belsõ sajátosságait és az egyén jellemzõit (különösen azt, hogy milyen módon sajátít el
különféle stratégiákat) együttesen, egymással összefüggésben kell figyelembe venni.
Az újabb elméleti eredmények, különösen a szociokulturális tényezõk elemzésének
perspektívája, arra mutatnak, hogy a rugalmasság/adaptivitás ügye még annál is kompli-
káltabb, mint például Siegler és kollégái modellje (Shrager és Siegler, 1998; Siegler,
1996, 2000). A szociokulturális nézetek tanulmányozása alapján az emberek rugalma-
san/adaptívan képesek váltani különbözõ számolási stratégiák között nem csak a feladat
és saját egyéni jellemzõik függvényében, hanem a szociokulturális kontextus alapján is.
Az eddigi gyér elméleti és empirikus szakirodalom nyomán Ellis (1997, 492.) megmu-
tatta, hogy az életkor és a tapasztalat növekedésével a gyerekekben implicit tudás fejlõ-
dik ki arra vonatkozóan, hogy „egy adott kultúra mit tart megfelelõnek, adaptívnak és
bölcsnek”. Ez a tudás is befolyásolhatja exp-
licit vagy implicit módon a stratégiaválasz-
tást. Az osztálytermi helyzetek és pszicholó-
giai kísérletek, „mivel ezeket a szituációkat
egyaránt jellemzik társas és feladattal kap-
csolatos célok” (Ellis, 1997, 508.), másképp
kifejezve: egy „didaktikai egyezmény”
(Brousseau, 1997) avagy „kísérleti egyez-
mény” (Greer, 1997) határozza meg õket,
Ellis (1997) szerint hozzájárulhatnak a stra-
tégiaválasztás megértéséhez. Különösen ak-
kor szembetûnõ ez, amikor a sebesség és
pontosság szempontjából, vagyis a kognitív
pszichológiai kutatás domináns szempontjai
szerint, elsõ látásra nem optimálisnak tûnõ
stratégiaválasztás történik. Vagyis az alsó ta-
gozatos számtanban a gyerekek stratégiavá-
lasztását részben az a társas-kulturális kör-
nyezet határozza meg, amelyben a tanulók
számot adnak számolási készségükrõl: pél-
dául a sebesség és pontosság mellett vagy
azok helyett olyan jellemzõk tûnhetnek érté-
kesnek az osztályteremben vagy a tudásról
számot adva, mint például a megoldási stratégia egyszerûsége, eleganciája, formalizált-
sága, általános jellege, érthetõsége, bizonyossága, eredetisége stb. (lásd még Ellis, 1997;
Lave és Wenger, 1991; Rogoff, 1990).
Rövid áttekintésünk alapján a következõ definíciót vezetjük be arra vonatkozóan, hogy
mit értünk az egyén stratégiaválasztásának adaptivitásán: Adaptívnak nevezzük egy stra-
tégia választását, ha az egyén tudatosan vagy nem tudatosan azt a megoldási stratégiát
választja, amely a legmegfelelõbb az adott feladat, a konkrét személy és az adott társa-
dalmi-kulturális kontextus szempontjából. A „legmegfelelõbb stratégia” kifejezés alatt
nem azt értjük, hogy „az a stratégia, amely a leggyorsabban a helyes válaszhoz vezet”
(ahogyan szigorúan kognitív pszichológiai szempontból ezt jelenthetné), de azt sem zár-
juk ki, hogy bizonyos értékelési helyzetben pontosan ezt jelentheti (lásd még Ellis, 1997;
Verschaffel és mtsai, közlésre benyújtva).
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Az alsó tagozatos számtanban
a gyerekek stratégiaválasztását
részben az a társas-kulturális
környezet határozza meg,
amelyben a tanulók számot ad-
nak számolási készségükről: pél-
dául a sebesség és pontosság
mellett vagy azok helyett olyan
jellemzők tűnhetnek értékesnek
az osztályteremben vagy a tu-
dásról számot adva, mint példá-
ul a megoldási stratégia egysze-
rűsége, eleganciája, formalizált-
sága, általános jellege, érthetősé-
ge, bizonyossága, 
eredetisége stb.
A stratégiaválasztás rugalmasságának/adaptivitásának mérése
Amíg a stratégiaválasztás rugalmasságát kizárólag a feladatjellemzõk alapján definiál-
ták, a mérése egyszerû volt. De amint a stratégiaválasztás értelmezése a feladatjellemzõk
mellett az egyéni jellemzõket is magába foglalja, mint például a SCADS modellben,
szükségessé válik e feltételezett komplexitás megjelenése a kutatási módszerekben. Egy-
re elterjedtebbé válik ilyen esetekre a választás/nem-választás (choice/no-choice) mód-
szer (Siegler és Lemaire, 1997; lásd még Torbeyns, Arnaud és mtsai, 2004; Luwel, Tor-
beyns, Schillemans, Onghena és Verschaffel, közlésre benyújtva).
A választás/nem-választás módszert a kognitív pszichológiai paradigma keretein belül
fejlesztették ki és alkalmazták. A módszer azt kívánja, hogy a vizsgált személyt kétfajta
feltétel mellett teszteljük. Az egyik esetben a tanulók szabadon dönthetnek, hogy melyik
stratégiát választják az egyes feladatokhoz. A másik esetben (nem-választás feltétel)
mindegyik feladathoz ugyanazt a megoldási stratégiát kell használniuk. Ideális esetben
ugyanannyi különbözõ nem-választás esetet vizsgálnak, mint ahányféle stratégia a vá-
laszthatóság esetén elérhetõ. Azáltal, hogy a nem-választás feltétel mellett mindegyik fel-
adatnál ugyanazt a stratégiát kell használni, a kutatónak lehetõsége van torzítatlan becs-
lést adnia az adott stratégia által biztosított sebességre és pontosságra – minden egyes
vizsgált személy esetében. A nem-választás kísérleti feltétel esetén gyûjtött adatok alap-
ján összehasonlítható a különbözõ stratégiák pontossága és sebessége azzal, amit a vá-
lasztható stratégiák kísérleti feltétel mellett nyertünk. Ezáltal a kutató az egyéni stratégia-
választás adaptivitását a választható stratégia kísérleti feltétel mellett tudományosan, ob-
jektív módon tudja értékelni: Vajon a kísérleti személy – amikor megválaszthatja a meg-
oldási stratégiát – a legjobb teljesítményt hozó stratégiát választja-e a sebesség és a pon-
tosság szempontjából? A nem-választás kísérleti feltétel mellett nyert információ alapján
lehet-e válaszolni erre a kérdésre?
A választás/nem-választás módszert sikeres alkalmazták gyerekek és felnõttek straté-
giaválasztásának értékelésére különbözõ matematikai területeken, köztük az egyszerû
szorzás (Siegler és Lemaire, 1997) és egy lépésben megoldható összeadás és kivonás
(Torbeyns, Verschaffel és Ghesquière, 2004, 2005), pénzváltás (Lemaire és Lecacheur,
2001), számolásos becsléses feladatok (Lemaire és Lecacheure, 2002) és számosságra
vonatkozó döntés (Luwel, Verschaffel és Lemaire, 2005) esetén.
Ezek után röviden és példákkal alátámasztva kutatóközpontunk egyik vizsgálatát
(Luwel és mtsai, 2005) tekintjük át, amelyben második és hatodik osztályos tanulókat és
fiatal felnõtteket vizsgáltunk a fenti módszer alkalmazásával. A vizsgált személyeket arra
kértük, hogy határozzák meg építõkockák (1-tõl 49-ig terjedõ)számosságát, amely kocká-
kat egy 7x7-es rácson helyeztünk el. Egyik esetben a választás, másik esetben a nem-vá-
lasztás kísérleti módszerét alkalmaztuk. A választásos kísérleti feltétel mellett a vizsgált
személyek szabadon választhattak két stratégia közül: választhatták az összeadásos straté-
giát, amelyben az építõkockákat alcsoportokra osztották és mindegyik alcsoport becsült
létszámát összegezték, de választhatták a kivonásos stratégiát is, amelyben az üresen ma-
radt helyek számát vonták ki a 7x7-es rács darabszámából. A két nem-választásos kísérle-
ti feltétel mellett az iménti két stratégiát kellett egymás után alkalmazni mindegyik fel-
adatváltozatban. Az adaptivitás elemzéséhez kifejlesztettekegy eljárást, amely minden fel-
adatra és minden személyre meghatározza, hogy vajon a legadaptívabb stratégiát válasz-
totta-e: például azt a stratégiát, amely nem-választásos kísérleti helyzetben a leggyorsab-
ban helyes eredményre vezetett. Egy adott személy esetén ennek becslése két dologból
adódott. Egyrészt megállapították, hogy a választásos kísérleti helyzetben mennyi kocka
esetén váltott át a kísérleti személy az összeadásos technikáról a kivonásosra. Másrészt
megállapítható volt, hogy a nem-választásos stratégia esetén milyen számosság fölött vált
a kivonásos stratégia hatékonyabbá. Luwel és mtsai kiszámították az abszolút különbsé-
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get minden résztvevõ esetén a tényleges, a szabad választás esetén megfigyelhetõ straté-
giaváltó pont és a „kivetített” vagy ideális stratégiaváltó pont között. A két érték közül az
elsõt az egyének válaszidõ-mintázata alapján számolt regressziós modell adta, míg az
utóbbi két illesztett regressziós egyenesbõl adódott, amelyeket a két nem-választásos fel-
tétel mellett kapott kombinált válaszidõ-mintázatokhoz illesztettek (1. ábra).
1. ábra. Az egyéni válaszidõ (response-time, RT) a választásos és a nem-választásos feltételek mellett, 
valamint a tényleges és ideális stratégiaváltó-pontok különbségének sematikus ábrázolása (Forrás: Luwel és
mtsai, 2005)
A tényleges és az ideális stratégiaváltó pontok közötti különbség az adaptivitás mérté-
kének tekinthetõ: minél kisebb ez a távolság, annál adaptívabban választja ki az egyén a
megoldási stratégiát szabad választás esetén, ahhoz viszonyítva, ahogyan a nem-válasz-
tásos feltétel mellett kalibráltuk teljesítményét. Ezt a módszert alkalmazva Luwel és
mtsai kimutatták, hogy az életkor növekedésével az emberek egyre adaptívabbak a stra-
tégiaválasztásban.
Bár a választás/nem-választás módszer egyre gyakrabban használatos az emberek stra-
tégia-adaptivitásának kutatására, mégsem tekinthetjük minden probléma nélkülinek.
Módszerük egy nemrég megjelent áttekintésében Luwel és mtsai (közlésre benyújtva) a
következõ problémákat elemzik: (a) a választásos kísérleti elrendezésben a szabad vá-
lasztás helyett korlátozott vagy kényszerû stratégiaválasztás történt, (b) a választásos és
nem-választásos feltételek mellett született eredmények összehasonlítását bonyolulttá te-
szi, hogy mindkét feltétel mellett szerepet kaphat a stratégiahasználat gátlása, a stratégia-
választás és a stratégiaváltás, (c) a módszer az adaptivitás egyéni és csoportos mérésének
összekombinálását teszi szükségessé, (d) a szélesebb társas vagy oktatási kontextus
(amely kontextusban az embereknek kiválasztaniuk és használniuk kell a stratégiákat)
hatással lehet arra, hogy milyen természetû stratégiai viselkedésrõl tudunk adatot gyûjte-
ni. E legutóbbi változót mostanáig meglehetõsen elhanyagolták a kognitív tudományi pa-
radigmában. Nyilvánvaló, hogy éppen e legutóbbi kritika válik különösen relevánssá,
amikor a stratégiahasználat rugalmasságát/adaptivitását társadalmi-kulturális szemszög-
bõl tekintjük. Ugyanakkor egyik kritika sem teszi érvénytelenné a módszert vagy azokat
a kutatásokat, amelyekben használták, csupán a választás/nem-választás módszer és an-
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nak alapfeltételei részletesebb kifejtésére és további finomítására van szükség. Szükség
van továbbá annak megállapítására, hogy milyen tartalmi területeken és milyen alapso-
kaságok esetén lehet a módszert bölcsen és sikeresen használni.
A stratégiahasználat rugalmasságának fejlesztése: mikortól és kiknek?
Amint azt korábban állítottuk, sok mai reform-alapú dokumentum és tananyag indul
ki abból a feltételezésbõl, hogy a stratégiahasználat rugalmasságának fejlesztése lehetsé-
ges és pedagógiai szempontból értékes törekvés a fiatalabb és a matematikából gyöngébb
tanulók számára is (Baroody és mtsaiWilkins és Tiilikainen, 2003; Kilpatrick, Swafford
és Findell, 2001; Verschaffel és mtsai, megjelenés alatt). Ugyanakkor túlságosan kevés
alapos és szisztematikus kutatás történt, amely meggyõzõen támogatná ezt az alapvetést
(Geary, 2003; Verschaffel és mtsai, megjelenés alatt). A következõkben röviden össze-
foglaljuk azokat az érveket, amelyek az optimális életkorral és az optimális tanulóközön-
séggel kapcsolatosak a stratégia-rugalmasság fejlesztése területén.
Elsõként a stratégia-rugalmasság fejlesztése optimális kezdõpontjának kérdését járjuk
körül. Számos szerzõ érvel amellett, hogy elõször és mindenekfölött egy adott számolá-
si készség rutinszerû elsajátítását kell célul kitûzni, és azután érdemes módosítani a célt
a rugalmas vagy adaptív stratégiák használata irányába. Ezt az érvet alátámasztja az a
széles körben elterjedt meggyõzõdés, hogy ha nem kerülnek bele a hosszú távú memóri-
ába tények, eljárások, modellek és reprezentációs eszközök[b1] . Ugyancsak emellett
szól, hogy sok gyermeknek akkor sem sikerül rugalmas és/vagy automatikus gondolko-
dást elsajátítania, ha sok órán keresztül rendszeres oktatásban és akár külön foglalkozá-
sokon vett részt (lásd például Geary, 2003; Milo és Ruijssenaars, 2002; Warner, Davis,
Alcock és Coppolo, 2002). A rugalmas stratégiahasználat korai fejlesztésére törekvés el-
leni érvet sokan ellenzik a matematikaoktatás reformjának hívei közül: szerintük az
adaptivitás nem olyan dolog, ami egyszerûen megtörténik azt követõen, hogy a tanulók-
ban kifejlõdött a rutin egy adott területen. Ellenkezõleg: ezek a szerzõk amellett érvel-
nek, hogy a rugalmas stratégiahasználatra nevelésnek meg kellene jelennie már a tanítá-
si-tanulási folyamat legelején (lásd például Baroody, 2003; Gravemeijer, 1994; Selter,
1998; Wittmann és Müller, 1990-1992). Ezt az elvet szépen fejezi ki (bár sokkal általá-
nosabb megfogalmazásban) a következõ Bransford-idézet (2001, 3. o.):
„Nem fejlesztheted ki ezt egy »sarokkõ-kurzus« keretében a középiskolás évek végén. Az adaptív
gondolkodáshoz vezetõ út valószínûleg más, mint a rutinszerû gondolkodáshoz vezetõ út. Az adaptív
gondolkodás magába foglal mentális szokásokat, attitûdöket, valamint olyan gondolkodási és tudásszer-
vezõ utakat, amelyek különböznek a rutinszerû gondolkodástól, és idõbe telik kifejlõdésük. Nem azt aka-
rom mondani, hogy »nem tudsz egy régi vágású rutinszerûen gondolkodónak új trükköket tanítani«. De
valószínûleg nehezebb lesz ez, mint eleve az adaptív gondolkodás útján elindulni – legalábbis a legtöbb
ember számára.”
Néhány szerzõ még tovább megy, és arra figyelmeztet, hogy a rutinszerû gondolkodás
évekig tartó szorgalmas gyakorlása merevséghez vezethet. Feltovich, Spiro és Coulson
(1997, 126. o.) szerint „vannak olyan hatások, amelyek együtt járnak az ilyen hosszan
tartó gyakorlással, és amelyek a kognitív rugalmasság csökkenését okozhatják – a gon-
dolkodás és a cselekvés viszonylagos merevségéhez vezethetnek (közben hatást gyako-
rolván más, kívánatosabb célokra, mit a hatékonyság és sebesség)”. Még ha a rugalmas-
ság csökkenése növekedést okozhat a rutinszerû tapasztalatokban bizonyos területeken,
nagyon veszélyesnek látszik olyan tanítási-tanulási környezetet tervezni, amelyben elõ-
ször csak a rutinszerû gondolkodás fejlesztésére törekszünk, késõbbre halasztva a rugal-
masság/adaptivitás fejlesztését addig a pillanatig, míg a rutinszerû szakértelem kialakul.
Az alsó tagozatos matematikatanítás területére alkalmazva: ha kezdetben bizonyos fel-
adattípusokra megtanított eljárások gördülékeny begyakorlására összpontosítunk, az
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nemcsak haszontalan, hanem kifejezetten nemkívánatos eredményre vezet az adaptív
gondolkodás szempontjából.
Szoros összefüggésben azzal, hogy mikortól törekedjünk a stratégia-
rugalmasság/adaptivitás fejlesztésére, adódik a kérdés, hogy a rugalmas és adaptív stra-
tégiák használatának elõmozdítása vajon lehetséges és értékes-e a matematikai teljesít-
mény különbözõ szintjeihez kötõdõen, beleértve az átlagosan vagy gyengébben teljesítõ
tanulókat. Threlfall (2002, 40. o.) utal arra a gyakran hallott érvre, mely szerint „(mivel
csak a ’matematikai elméjû’ gyerekek lesznek képesek megtanulni, hogyan válasszanak
helyesen, […] az ’átlagos’ és az ’átlag alatti’ tanulók esetében le kellene tenni a rugal-
masságról mint célról”. Az érv, miszerint
célszerûtlen a rugalmasság fejlesztéséért dol-
gozni ez utóbbi csoportok esetén, támogatás-
ra talál a kognitív pszichológiai kutatások-
ban, amelyek dokumentálták a munkamemó-
ria alacsonyabb kapacitását az alacsony ma-
tematikai teljesítményt nyújtó gyermekek-
ben. Néhány kutatásban arról számolnak be,
hogy a matematikából gyengén teljesítõ
gyermekeknek általános nehézségeik vannak
a megoldási stratégiák közötti váltással, amit
mérni lehetett a standard kognitív feladatvál-
tásos feladatokkal (cognitive shifting tasks)
(Bull, Johnston és Roy, 1999; Bull és Scerif,
2001; Mclean és Hitch, 1999). Ez alapján a
stratégiahasználat rugalmasságának fejlesz-
tését célul kitûzni ezeknél a gyerekeknél cél-
szerûtlen vagy akár veszélyes is lehet. Ezt az
érvet támogatja számos fejlesztõ program
eredménye is (például Baxter, Woodward és
Olson, 2001; Geary, 2003; Milo és Ruijsse-
naars, 2002; Sowder, Philipp, Armstrong és
Schappelle, 1998; Woodward és Baxter,
1997; Woodward, Monroe és Baxter, 2001),
kimutatva, hogy különösen a matematikából
gyengébben teljesítõ gyerekek és/vagy az
enyhén értelmi fogyatékos gyerekek többet
profitálnak az olyan oktatásból, amely döntõ
vagy kizárólagos figyelmet fordít a haté-
konyság (vagyis pontosság és gyorsaság) fej-
lesztésére, és amelyben a rugalmasság mint
stratégiai jellemzõ csak másodlagos fontos-
ságú. Azonban ezen eredményeknek és kö-
vetkeztetéseknek ellentmondanak azok a kutatások, amelyek szerint nem csak a matema-
tikából rátermettek, hanem a gyengébben tanulók is többet profitálnak a reform-alapú ok-
tatásból (amely hangsúlyos célként jelöli meg a stratégiák sokszínûségének és rugalmas-
ságának fejlesztését), mint a hagyományos típusú „direkt” oktatásból (amely egy bizo-
nyos stratégia kifejlesztését tûzi ki célul) (Baroody, 1996; Bottge, 1999; Bottge, Hein-
richs, Chan és Serlin, 2001; Bottge, Heinrichs, Mehta és Hung, 2002; Cichon és Ellis,
2003; Klein, Beishuizen és Treffers, 1998; Menne, 2001; Moser Opitz, 2001; Van den
Heuvel-Panhuizen, 2001). Mivel meglehetõsen nagy különbségek vannak a különbözõ
vizsgálatok között (a) a vizsgált számtani feladatok és megoldási stratégiák, (b) az élet-
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Csak miután a kutatások meg-
győzően és többszörösen kimu-
tatják, hogy a reform-alapú
megközelítésmód, amely szerint
a változatos és rugalmas straté-
giahasználat a kívánatos ered-
ményekre vezet (miközben nem
eredményez számottevő veszte-
séget a számítások pontossága
és gyorsasága terén), lesznek a
kutatók olyan helyzetben, hogy
meggyőzzék az oktatáspolitika
döntéshozóit, a tanárokat és a
szülőket. E meggyőzés arra kell
irányuljon, hogy lehetséges és ér-
tékes dolog az adaptív gondol-
kodás fejlesztésére törekedni
minden életkorú és képesség-
szintű gyermek esetén, ahelyett,
hogy az adaptív gondolkodásra
mint valami „csúcsra” tekinte-
nénk, amely azok számára elér-
hető, akikben előbb a rutinszerű
gondolkodás kialakult.
kori jellemzõk és a vizsgálatba bevont tanulók jellemzõi (fõleg a matematikából gyen-
gébben teljesítõk bevonása szempontjából), (c) a fejlesztõ program természete (milyen tí-
pusú stratégiahasználati rugalmasságot/adaptivitást fejleszt és milyen módon valósítja
azt meg az oktatásban) és (d) a vizsgálat eredményességének mérése (a rugalmas-
ság/adaptivitás mérése) szempontjából, az egymásnak ellentmondó eredmények és kö-
vetkeztetések nem meglepõek és további kutatást tesznek szükségessé.
Figyelembe véve a tanulmányunkban elemzett elméleti kérdéseket úgy véljük, hogy ha
a gyerekeknek olyan (csaknem algoritmikus) szabályt tanítunk, miszerint az egyes fel-
adattípusokhoz megoldási stratégiák kapcsolhatók, és szisztematikusan fejlesztjük õket
ennek a szabálynak gördülékeny alkalmazására (ahogyan az említett flamand Nieuwe
Reken Raak módszer esetén történt), akkor nem azt a megközelítésmódot követjük,
amely rugalmas és adaptív gondolkodáshoz vezet abban az értelemben, ahogyan mi de-
finiáltuk azt. Ez a megközelítésmód, amelyben a rugalmasság fogalmát pusztán a feladat-
jellemzõkre építenénk, és nem vennénk figyelembe az egyéni és a kontextuális tényezõ-
ket, félrevezetõ értelmezést ad az „adaptivitás” fogalom lényegének. Valójában az adap-
tivitás magába foglalja a személyi és belátáson alapuló választást, amely különbözõ té-
nyezõk mérlegelésén alapul: nem csak a feladattal kapcsolatos, hanem az adott személy-
lyel és a kontextussal összefüggõ tulajdonságokon is. Minél nagyobb mértékben túllé-
pünk azon a stratégiarugalmasság-értelmezésen, amely jól meghatározott stratégiák fel-
adatjellemzõkhöz kapcsolását jelenti (mint a Nieuwe Reken Raak), annál inkább egyet
fogunk érteni abban, hogy nincs könnyû és egyenes útja az adaptívvá válásnak, és hogy
az nem olyan dolog, amelyet képezni-tanítani lehet, hanem amit hosszú távon lehet ki-
mûvelni vagy elõmozdítani. Világos, hogy amennyiben ez utóbbi álláspontot követjük,
nagyobb kihívást jelent az adaptivitásra törekvés, különösképpen a fiatalabb és a mate-
matikából gyengébben teljesítõ tanulók körében. Hogy ez lehetséges és pedagógiai szem-
pontból értékes cél-e, annak vizsgálata nyitva áll a további empirikus kutatások elõtt.
Fontos, hogy további fejlesztõ kísérletek folyjanak a rugalmasság fejlesztésére törekvõ
oktatás lehetõségérõl és optimális formájáról, külön összepontosítva az ifjabb és a mate-
matikából gyengébben teljesítõ tanulókra. Ha legfõbb oktatási célunk az lenne, hogy rö-
vid távon a számolás területén minél többet elsajátítsanak a tanulók (minél gyorsabban és
hibátlanul tudjanak ismerõs összeadásos feladatokat megoldani), akkor hatékonyabb lehet
minden számtani mûvelethez egyetlen stratégiát tanítani, amelyet a tanulók valamennyi
adott típusú feladat esetén használnának. Esetleg olyan (csaknem algoritmikus) szabályt
tanítani, miszerint a feladattípusokhoz megoldási stratégiák kapcsolhatók, és megtanítani
ennek a szabálynak a rutinszerû alkalmazását, miközben eltekintünk a személyi és kon-
textuális jellemzõktõl. H azonban az oktatási célokat szélesebb értelemben és hosszabb tá-
von tekintjük, és a stratégiai rugalmasság alatt a matematikai fogalmak és alapelvek ala-
pos megértését, a mintázatok felismerésének készségét, valamint megfelelõ meggyõzõdé-
sek, attitûdök és érzelmek kialakulását értjük a matematika és a matematika tanítása-tanu-
lása irányában, akkor más következtetésre jutunk. Ebben az esetben inkább a kevésbé a
rutinra alapozó oktatás tûnik megfelelõnek a fiatalabb és matematikából gyengébb tanu-
lók számára is. Vagyis az a kérdés, hogy milyen oktatási elképzelések a legjobbak a tanu-
lók és különösen a matematikából nehézségekkel küszködõk számára, nem tisztán empi-
rikus probléma, hanem jelentõs mértékben attól az értékrendszertõl függ, amelyek viszo-
nyulásunkat a matematikai neveléshez meghatározzák. E kérdés etikai dimenziókat is
érint: Igazságos-e az, ha a hagyományos kritériumok szerint átlagosnak vagy gyengébb
képességûnek bizonyuló tanulók olyan matematikaoktatásban részesülnek, amelyek intel-
lektuális szempontból kevésbé izgalmasak (Greer, személyes közlés)?
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Következtetés
Ebben a tanulmányban az ellen érveltünk, hogy minden életkorú és minden képesség-
szintû gyerek számára az lenne a legértékesebb oktatás, amelyben a gyerekek állandó
sulykolást (drill) és gyakorlást kapnak azért, hogy csaknem algoritmikus technikát tanul-
janak a leghatékonyabb eljárás kiválasztására, amellyel adott feladattípus megoldható.
Ehelyett mi azt az oktatási megközelítésmódot támogatjuk, amelyben elõsegítjük, hogy a
gyerekekben kialakuljanak saját preferenciáik, amikor is a stratégia választása a feladat,
az egyén és a kontextus jellemzõire reflektálva fejlõdik. Tudomásul vesszük ugyanakkor,
hogy ez az ambiciózus szándék, amellyel az adaptív gondolkodás fejlesztésére és az ah-
hoz vezetõ optimális út leírására törekszünk, még túlságosan „retorikai” természetû: in-
kább anekdotikus bizonyítékainak vannak, túl kevés meggyõzõ adat származik empirikus
kutatásból. Ha elõbbre szeretnénk jutni a jelenség elméleti megértésében és a stratégiai ru-
galmasság gyakorlati fejlesztésében a matematikából gyengén teljesítõ gyerekek elemi
aritmetikájának területén, nagy szükség van további folyamatos kutatói erõfeszítésekre,
különösen a többféle képességszintû gyerekeket magában foglaló kísérletek tervezésében.
Csak miután a kutatások meggyõzõen és többszörösen kimutatják, hogy a reform-ala-
pú megközelítésmód, amely szerint a változatos és rugalmas stratégiahasználat a kívána-
tos eredményekre vezet (miközben nem eredményez számottevõ veszteséget a számítá-
sok pontossága és gyorsasága terén), lesznek a kutatók olyan helyzetben, hogy meggyõz-
zék az oktatáspolitika döntéshozóit, a tanárokat és a szülõket. E meggyõzés arra kell irá-
nyuljon, hogy lehetséges és értékes dolog az adaptív gondolkodás fejlesztésére töreked-
ni minden életkorú és képességszintû gyermek esetén, ahelyett, hogy az adaptív gondol-
kodásra mint valami „csúcsra” tekintenénk, amely azok számára elérhetõ, akikben elõbb
a rutinszerû gondolkodás kialakult.
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(1) Az egyszerûség kedvéért egymás szinonimáiként
használjuk a rugalmasság és adaptivitás fogalmát,
amint azt máshol kifejtettük (Verschaffel, Torbeyns
és Van Dooren, közlésre benyújtva), bár néhány
szerzõ (csekély) különbséget tesz köztük.
(2) A 1010 („tíz-tíz”) eljárás azt jelenti, hogy lev-
ágjuk a tízeseket mindkét egész számban, és külön
kezeljük azokat (pl. 47+15=; 40+10=50; 7+5=12;
50+12=62). Ezzel szemben a G10 eljárás alka-
lmazása azt kívánja a gyerektõl, hogy a második
szám tízeseit és egyeseit az egészében megtartott elsõ
számhoz adja hozzá (vagy vonja ki belõle) (pl.
47+15=; 47+10=57; 57+5=62).
(3) Az ilyen elemzésben számos tanuló által
megoldott különbözõ típusú feladatok adatainak
empirikus elemzése és a feladatjellemzõk tisztán
elméleti vizsgálata valósul meg, vagy a kétféle
elemzés kombinációja.
(4) Valójában a választás mechanizmusa ennél kissé
kifinomultabb, mivel a rendszer díjazza az újonnan
felfedezett stratégiák „újdonságértékét”, amiely
növeli annak esélyét, hogy egy új stratégiát próbál
használni a következõkben (függetlenül annak
sebességétõl és pontosságától). Ezt úgy interpretál-
hatjuk, mint a kontextus számítógépes modellbe
építésének (elsõ) kísérletét.
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